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Resumen

El presente articulo trata de la simulaciéon del modelo matematico del seguimiento de trayectoria de
un robot uniciclo basado en Algebra Lineal, dentro del cual se realiza un analisis explicativo y
demostrativo del tema planteado.

El desarrollo se centra en el modelo cinematico con el punto de control desplazado y la aplicacion de
Algebra Lineal, para lo cual se inicia con el disefio de tres diferentes controladores con el tema
mencionado, se especifica sus ecuaciones entorno a la ley que rige a dicho tema con la idea de tener
un analisis tedrico claro y conciso. A continuacion, se da paso a la programacién en Matlab, en donde
se disefa el controlador por Algebra Lineal para el seguimiento de trayectoria.

Palabras Claves: Matlab; Seguimiento de Trayectoria; Disefio; Controlador; Modelo Cinematico.

Abstract

This article deals with the simulation of the mathematical model of trajectory tracking of a unicycle
robot based on Linear Algebra, within which an explanatory and demonstrative analysis of the raised
issue is carried out.

The development focuses on the kinematic model with the displaced control point and the application
of Linear Algebra, for which it begins with the design of three different controllers with the mentioned
theme, its equations are specified around the law that governs said topic with the idea of having a
clear and concise theoretical analysis. Next, programming in Matlab is given, where the controller is
designed by Linear Algebra for trajectory tracking.

Keywords: Matlab; Trajectory Tracking; Design; Controller; Kinematic model.

Resumo

Este artigo trata da simulacdo do modelo matematico de rastreamento de trajetdria de um robo
monociclo baseado em Algebra Linear, dentro do qual é realizada uma analise explicativa e
demonstrativa da questdo levantada.

O desenvolvimento se concentra no modelo cineméatico com o ponto de controle deslocado e na
aplicacdo da Algebra Linear, para a qual se inicia com o projeto de trés controladores diferentes com

0 tema mencionado, suas equacdes sao especificadas em torno da lei que rege o referido topico com
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a ideia de ter uma analise teorica clara e concisa. Em seguida, é dada a programacdo em Matlab, onde
o controlador é projetado por Algebra Linear para rastreamento de trajetoria.

Palavras-chave: Matlab; Rastreamento de Trajetoria; Projeto; Controlador; modelo cinemaético.

Introduccion
El robot tipo uniciclo perteneciente a la categoria de robots méviles es un vehiculo capaz de seguir
una trayectoria que ha sido previamente planificada dentro de un espacio de trabajo. Estos autdmatas
son utilizados actualmente en diferentes areas que requieran la intervencion de este tipo de moviles,
se debe tomar en cuenta que no todos los robots uniciclo son configurados para seguir una trayectoria.
El presente articulo por habla del modelado y de la simulacion de un robot uniciclo, el objetivo
principal es disefiar un controlador 6ptimo para un correcto seguimiento de trayectoria, esto en base
a un analisis especifico de cada paso a seguir.
Al final del trabajo se pretende obtener una respuesta clara entorno al seguimiento de trayectoria del
robot uniciclo, tomando a consideracion el estudio y analisis del controlador disefiado.
2. METODOLOGIA

2.1 Modelo cinematico con punto de control desplazado
El calculo del modelo cinemético con el punto de control desplazado nos permite implementar

manipuladores para futuras investigaciones.

Punto de control

Ry
el desplazado
Y2
v
Y1 L ¥
| s
|
L — - I -3
X1 X2
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De esta manera el objetivo es hallar el modelo con respecto al punto de control desplazado.
Determinamos w: velocidad lineal de la rueda derecha, u- velocidad lineal de la rueda izquierda el

angulo de ¢ orientacion y la posicién del robot h(x, y).

ey

Observamos en la figura que geométricamente en el eje x y y se obtiene
hx = x1+ x2

hy =y1+y2

Para hallar los puntos en la posicion x1 y y1

V1

Xy

X1 Y1
cos(p) =, sin(p) ==

x1 = cos(g),y2 = sin(¢p)
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Se deriva la posicion y se obtiene la velocidad p, Por consiguiente, la velocidad se va a descomponer

en el eje (x, y) por lo tanto se tendra que la velocidad en el punto x sera igual a la velocidad lineal.

X1 = pcos(p)

y1 = psin(¢)

Para hallar las ecuaciones del punto deseado, observamos que se forma un triangulo rectangulo en la

cual aplicamos razones trigonométricas y se obtiene:

V2
@

X2

X2 . y2
CoOs @ = ;,smgo = ;

Despejando x2 y y2
x2 = acos(g),y2 = a sin(p)

Derivamos el sistema de ecuaciones con respecto al tiempo utilizando la regla de la cadena, y

obtenemos que la derivada de la orientacion ¢ es la velocidad angular w.
X2 = —aw sin(¢)

Y2 = aw cos(¢)

Remplazamos en el sistema de ecuaciones

945 Vol. 9, nim. 1. Enero-Marzo, 2023, pp. 941-961
Jorge Luis Palacios Rodriguez, Marcos Geovanny Zevallos Loor, Lincoln Javier Garcia Vinces, Miguel Eduardo Tornello,
Gustavo Gioacchini



D0m. Clen., ISSN. 2477'8818 REVISTA
Vol. 9, ndm. 1. Enero-Marzo, 2023, pp. 941-961 >\

DOMINIO DE

—
LAS CIENCIAS

Simulacién del modelo matematico del seguimiento de trayectoria de un robot uniciclo basado en algebra lineal

hy = ucos(p) — aw sin(¢g)
hy, = psin( @) + aw cos(y)

Ahora se procede a dejar el sistema de ecuaciones en funcién de las velocidades lineales de la rueda
izquierda y derecha, para esto encontramos la velocidad total del sistema que sera el promedio de la

velocidad de la llanta derecha - méas promedio de la velocidad de la llanta izquierda.
ur + i

- "y
K 2

La velocidad angular que se relaciona con la velocidad lineal de la Ilanta derecha menos la velocidad

angular de la llanta izquierda por una distancia d.

w = HUr — U
d
Remplazamos en el sistema de ecuaciones
+ J—
h = ucos((p) _ auSin((p)
x 2 d

ho=Het gy + g =H cos(p)
y

_,Ur—,ul

Se procede a un planteamiento matricial del sistema de ecuaciones encontrado.
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COS((p) _ a sm(cp) COS( (p) + a Sln((p)l

F
_ ysin acos(p) sin(¢@) acos(p); #r
) =12+ 7 - 2
¢ 1 1 }
[ d d ]

Una vez que ha obtenido la matriz Jacobiana, finalmente se tiene el modelo matematico el cual
relaciona las velocidades en el punto de control con las velocidades de los actuadores.

2.2 Disefio del Controlador basado en Algebra Lineal

Este control fue seleccionado dado que se puede obtener mas ecuaciones que incognitas, de esta forma

el modelo discreto del robot puede ser expresado de la siguiente manera:

by, = pcos(g),
hy, = usin(p),
Y =w

En la cual se obtiene tres ecuaciones con dos incdognitas, la velocidad lineal u y la velocidad angular
w, al existir este tipo de sistemas de ecuaciones pueda que exista solucién o no, entonces para hallar
una solucion exacta se implementara algebra lineal.

hx(k + 1) = ha(k) + ts 1 (K)cos(p) (k)

hy(k + 1) = hy(k) + ts p (K) sin(e) (k)

ok +1) = pk) + ts w(k)
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Se obtiene el modelo en tiempo discreto, con la finalidad que los errores de seguimiento tiendan a
cero, partiendo de:
hx(k + 1) = hxd(k + 1) — thxe(k)

hy(k + 1) = hyd(k + 1) - Wyhye(k)

pk +1) = (k) — w(k)

Por lo tanto, se obtiene el sistema de ecuaciones:

cos(p)(k) 0 O hxa(k + 1) — wxhxe(k) — hx(k)
(sin(p) (k) 0) ( f:(k)) = — (hya(k + 1) = wyhye(k) — hy(K))
0 1 > @a(k + 1) = wehge(k) — @(k)

cos(p)(k) 0
(sin(p)(k) 0) =] matriz jacobiana

0 1
(,u(k)) = ¢ vector de velocidades
w(k)
1 hxd(k + 1) — thxe(k) — hx(k)

= (hya(k + 1) = wyhy,(k) — hy(k)) = b
b palk + 1) — whye (k) — @(k)

En este caso la matriz / no es una matriz cuadrada por tal motivo no se puede resolver realizando la
inversion de la matriz jacobiana. El sistema de ecuaciones puede ser resuelto utilizando ecuaciones
normales las cuales son aplicadas en algebra lineal para resolver el sistema de ecuaciones mediante

minimos cuadrados obteniendo una optimizacion.
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JT]q=]Th
Gref = JTb

Por lo tanto, se obtiene de la ecuacion donde se indica que las velocidades de referencia son iguales
a la matriz jacobiana transpuesta por el vector b, hallando el controlador, este sistema al tener mas
ecuaciones que incognitas puede llegar a tener una solucion o en su caso se puede llegar a la
conclusion de que no exista solucion.
Para este caso se considera una solucién exacta, considerando que al menos una de las variables de
estado tiene que tomar cualquier valor para que los otros puedan seguir las referencias, a esta variable
se la conocerd como variable sacrificada. Dado que el objetivo del control es que el robot siga una
trayectoria en el plano x, y la variable que vamos a sacrificar es la orientacién, se identifica la variable
sacrificada @e:.
Se procede a calcular la variable sacrificada, garantizando una solucién exacta; una de las formas
para garantizar la solucion exacta es que los vectores sean paralelos.
Para que un vector sea paralelo debe existir una relacion en este caso se ha elegido la columna de la
matriz / donde son linealmente independientes el sin(¢) (k) y el cos(¢) (k)

sin(p)(k)  hya(k + 1) — wyhye(k) — hy(k)

B k
GO gl D —whe kW

Po lo tanto al despejar ¢ se obtiene:
hya(k + 1) — wyhye(k) — hy(k)
hxd(k + 1) - the(k) —h (k)

@ez(k + 1) = arctan

Para la representacion en Matlab se sabe que arctan = atan 2, lo que permite calcular el arco
tangente en los 4 cuadrantes:
hya(k + 1) — wyhye(k) — hy(k)

@ez(k + 1) = atan2 hatk + D —who () — B (0
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De esta manera se sacrifica la variable de orientacion con la finalidad de que el algoritmo de control

converja a cero siempre y cuando los valores deben mantenerse en un rango de Oy 1.

2.3 Implementacion del Controlador en Matlab

Encabezado. - en este punto se declara y se inicializa las variables como el tiempo de simulacion

(tf), tiempo de muestreo (ts), vector de tiempo(t), distancia al punto de interés en metros (a) y numero

de muestras Q-1 esto es debido a que el algoritmo de control necesitamos el valor hd(k + 1).

clear

closeall

clc

tf=40;

ts=0.1,
t=0:ts:tf;
a=0.1;
Q=length(t)-1;

Condiciones iniciales. — comprende la posicion central inicial (eje x) en metros (m), punto de inicio

del robot, posicion real inicial (eje x) en metros (m), angulo de orientacién de partida (rad). Se debe

tomar en cuenta que los parametros el punto de inicio del robot con el punto de inicio de la trayectoria

deseada deben ser iguales.

hx = zeros(1,Q+1);
hy = zeros(1,Q+1);
phiez = zeros(1,Q+1);
phi = zeros(1,Q+1);
phi(1)=0;

hy(1) = 0.5;
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Configuracion de la Trayectoria deseada. - comprende el ingreso de la trayectoria que va a realizar
el robot uniciclo, trayectoria que depende del tiempo.
hxd=0.1*t;

hyd=0.5*cos(0.3*t);

Comportamiento del controlador. - Constantes que permiten regular el controlador, parametros
encontrados en el tema de disefio del controlador basado en Algebra lineal.
wx=0.90;
wy=0.90;

Enserando los vectores. - medicion de la velocidad lineal (m / s), medicion de la velocidad angular.
uRef=zeros(1,Q);
wRef=zeros(1,Q);
hxe = zeros(1,Q);
hye = zeros(1,Q);

phie = zeros(1,Q);
tiempo=zeros(1,Q);

Controlador. — posicion de los errores el cual cambia en cada instante de muestreo de esta manera

encontramos el error en los ejes x y y al final armaremos un vector de errores.

% a) error

hxe(k) = hxd(k)-hx(Kk);
hye(k) = hyd(k)-hy(Kk);
phie(k) = phiez(k)-phi(k);

Ingreso del parametro encontrado en la ecuacion 84:
phiez(k+1)=atan2(hyd(k+1)-wy*(hye(k))-hy(k),hxd(k+1)wx*(hxe(k)) hx(k));

uRef(k)=((hxd(k+21)-wx*(hxe(k))-hx(k))/ts)*cos(phiez(k))+ ((hyd(k+1)-wx*(hye(k))-
hy(k))/ts)*sin(phiez(k));
wRef(k) = (phiez(k+1)-wy*(phie(k))-phi(k))/ts;
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Simulacién del robot. - simulacién del control de trayectoria del robot uniciclo

% a) Robot simulado (modelo cinematico)
phi(k+1)=phi(k)+ts*wRef(k);
x1p=uRef(k)*cos(phi(k+1));
y1lp=uRef(K)*sin(phi(k+1));

% b) integral numérica (método de Euler)
x1(k+1)=x1(Kk)+ts*x1p;
yl(k+1)=y1(k)+ts*y1p;

% c¢) Modelo geométrico
X(k+1)=x1(k+1)+a*cos(phi(k+1));
y(k+1)=yl(k+1)+a*sin(phi(k+1));

Movimiento estroboscopico del robot uniciclo. - en este apartado se llama al archivo

“robotParameters” y “ robotPlot” son los parametros del robot para realizar la simulacion.

scene=figure;

tam=get(0,'ScreenSize");
set(scene,'position’,[tam(1) tam(2) tam(3) tam(4)]);
axis equal,

axis([-55-55-0.5 1]);

view([135 35]);

grid on;

robotParameters;
M1=robotPlot(x(1),y(1),phi(1));

hold on

xlabel("x(m)"); ylabel('y(m)"); zlabel('z(m));
camlight right
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3. RESULTADOS, DISCUSION Y ANALISIS

Una vez concluida la programacion en Matlab se procedio a modificar los valores para obtener los
resultados del modelo matematico.

3.1 Validacion del modelo

Una vez concluida la programacion del control de seguimiento de trayectoria basa en Algebra lineal,
se procede a la verificacion de la simulacion.

El primer tipo de trayectoria que se va a verificar es una sinusoidal, los valores de entrada se

inicializan con:

Tabla 1. Valores de entrada para trayectoria tipo sinusoidal con controlador basado en Algebra

punto de | Trayectoria que depende del | Parametros de | Tiempo de | Angulo de
inicio  del | tiempo control simulacion | orientacion
robot

x1(1)=0.1, hxd=0.1*t; wx=0.90; 40s 0

y1(1) =0.47 | hyd=0.5*cos(0.3*t); wy=0.90;

El resultado de la simulacion se puede observar en la figura

Figura . Trayectoria tipo sinusoidal; Algebra.

Los resultados de las velocidad angular y velocidad lineal se observan en la figura
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velocidad angular(rads)

Tiempo (s)

Figura . Velocidades lineal y angular de trayectoria tipo sinusoidal; Algebra.
Las velocidades son bajas lo cual nos permite implementar en un robot real, ahora procedemos a

observar lo errores en la figura

<10

as
3
25 7 / /
£,
15
&
1
05
0 :
0 5 10 s 0 2 30 35 e
Tiempo(s)
s
6 10
4
. \
So \ /
2
o \ / /
" /
. /
A 5 H 7 ) 5 3 B 20

Tiempo (s)

Figura . Verificacion de errores en trayectoria tipo sinusoidal; Algebra.
El segundo tipo de trayectoria que se va a verificar es un circulo, los valores de entrada se inicializan
con:

Tabla 2. Valores de entrada para trayectoria tipo circular con controlador basado en Algebra

punto de | Trayectoria que depende del | Parametros | Tiempo de | Angulo de
inicio del | tiempo de control simulacion | orientacién
robot

x1(1)=0.11, | hxd=2*sin(0.2*t); wx=0.90; 40s 0

y1(1) =1.99 | hyd=2*cos(0.2*t) wy=0.90;
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Figura . Trayectoria tipo circular; Algebra.

Tiempo (s\

Figura . Velocidades lineal y angular de trayectoria tipo circular; Algebra.
En la figura 42 se puede observar que en la velocidad angular se tiene un incremento después de un
tiempo de que el robot empieza a moverse, esto se debe a que en el controlador por Algebra Lineal

es el que presenta un menor error al momento de cumplir con la trayectoria indicada.
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Error hx (m)

0
Tiempo(s)

0 5 10 15 20 2 30 35 40
Tiempo (s)

Figura Verificacion de errores en trayectoria tipo circular; Algebra.

El tercer tipo de trayectoria que se va a verificar es un tipo lazo, los valores de entrada se inicializan
con:

Tabla 3. Valores de entrada para trayectoria tipo Lazo con controlador basado en Algebra

punto de inicio | Trayectoria que depende del | Parametros | Tiempo de | Angulo de
del robot tiempo de control simulacién | orientacion
x1(1) =-0.07; hxd=2*sin(0.3*t); wx=0.90; 40s 0

y1(1) =0.5; hyd=2*cos(0.15*t); wy=0.90;

El resultado de la simulacion se puede observar en la figura 44
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Figura . Trayectoria tipo lazo; Algebra.
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Figura . Velocidades lineal y angular de trayectoria tipo lazo; Algebra.
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Figura . Verificacion de errores en trayectoria tipo lazo; Algebra.

3.2 Anélisis de datos

El anélisis se va a realizar en las trayectorias sinusoidal, circular y tipo lazo, en las cuales se observa
como el controlador responde a la variacion de los parametros. Al modificar estos valores se obtendra
una respuesta del simulador y un registro de errores y velocidades.

Control de seguimiento de trayectoria: Sinusoidal

Al realizar la simulacion se obtuvo las respuestas mostradas en la figura del Anexo XIV figuras

(AXIV.1 a la AXIV.4) cada una de estas respuestas es encontrada en la simulacion al variar el
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parametro wx, wy Yy el &ngulo de orientacion, en esta trayectoria se considera el punto de partida de
la trayectoria es igual al punto de salida del robot uniciclo

Tabla 4. Resultado de la simulacion del control de seguimiento de trayectoria tipo sinusoidal

con algebra

Parametro | Angulo de | Error inicial maximo Valores maximos

de orientacion

regulacion | Phi hx hy Velocidad | Velocidad
(m) (m) lineal angular

(m/s) (rad/seg)

wx=1.1; 0 6 x 1012 | 35x10* |0 0

wy=1.1,

wx=0.5; 0 1x10-3 | 10x 103 0.18 0.5

wy=0.5;

wx=-1; 0 0.008 0.01 0.26 32

wy=-1;

La primera simulacién tiene como parametro de regulacién un valor excedente del intervalo de w, en
donde se puede visualizar que el robot presenta errores grandes dado que el seguimiento a la
trayectoria indicada no se cumple.

Como se puede observar en la segunda simulacién el angulo de partida del robot es igual a la
trayectoria a seguir, el pardmetro de regulacion se encuentra dentro del intervalode 0 > wx, wy < 1,
el error de trayectoria en esta simulacion disminuye considerablemente como se evidencia en la tabla,
ademas las velocidad lineal y angular son periddicas, es decir no existe mayor perturbacién en su
comportamiento.

Control de seguimiento de trayectoria: Circunferencia

Al realizar la simulacién se obtuvo las respuestas, cada una de estas es encontrada en la simulacién
al variar los pardmetros wx, wy y el angulo de orientacion, en esta trayectoria se considera el punto

de partida de la trayectoria es igual al punto de salida del robot uniciclo.
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Tabla 5. Resultado de la simulacién del control de seguimiento de trayectoria tipo circular

con algebra

Parametro | Angulo de | Error inicial maximo Valores maximos
de orientacion
regulacion | Phi hx hy Velocidad | Velocidad

(m) (m) lineal angular

(m/s) (rad/seg)

wx=1.1; 0 45x 1012 | 3.3x 1014 |0 0
wy=1.1,
wx=0.5; 0 26x10-% | 10x 103 |04 0.1
wy=0.5;
wx=-1; 0 10 x 10-3 | 0.01 0.56 60
wy=-1;

La primera simulacion indica un valor mayor al intervalo del parametro de regulacion, por lo que se
puede determinar que no sigue la trayectoria indicada, es asi como lo errores de la trayectoria
plasmados en la tabla son grandes.

El parametro de regulacion de la segunda simulacion se encuentra dentro del intervalo establecido
para w, se ha considerado que los angulos de direccion del robot y de la trayectoria son iguales, asi
como también sus puntos de partida, de esta manera se puede identificar en la tabla 18 que los errores
de seguimiento de trayectoria tienden a cero.

Finalmente, para la tercera simulacion se tiene un valor dentro del pardmetro de control fuera del
intervalo, en este caso un valor negativo, por este motivo existen perturbaciones considerables dentro

de los errores y las velocidades.

Control de seguimiento de trayectoria: Tipo lazo
Al realizar la simulacion se obtuvo cada una de estas respuestas es encontrada en la simulacién al
variar los parametros wx, wy Yy el angulo de orientacion, en esta trayectoria se considera el punto de

partida de la trayectoria es igual al punto de salida del robot uniciclo
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Tabla 6. Resultado de la simulacion del control de seguimiento de trayectoria tipo lazo con

algebra.

Parametro | Angulo de | Error inicial maximo Valores maximos
de orientacion
regulacion | Phi

hx hy Velocidad | Velocidad

(m) (m) lineal angular

(m/s) (rad/seg)

wx=1.1; 0 5x 1011 3 x 1012 0 0
wy=1.1;
wx=0.5; 0 35x105 | 1x10-4 0.34 0.87
wy=0.5;
wx=-1; 0 5% 10-3 49 x10-3 |04 6
wy=-1;

En la primera simulacion se tiene el parametro de regulacion con un valor excedente del intervalo de
w, lo que crea grandes errores, impidiendo que el robot siga con la trayectoria indicada.

Para la segunda simulacion se tiene al parametro de regulacién dentro del intervalo indicado de w, de
esta manera se logra errores de seguimiento de trayectoria pequefios (tienden a cero), asi como sus
velocidades lineal y angular manejables segun la figura AXVI1.2 del anexo AXVI, en la dltima
simulacion se tiene que w es un valor negativo, por que se presentan perturbaciones significativas

dentro de los errores y las velocidades.

4. CONCLUSIONES
» Se ha de terminado que el punto de partida del robot uniciclo tiene que ser igual al punto
de partida de la trayectoria y de la misma manera el angulo de trayectoria igual al angulo
de partida del robot.
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» El control de seguimiento de trayectoria se ve afectado por la forma de la trayectoria seguir;
ademas la mejor forma de garantizar el funcionamiento correcto de estos sistemas de
control es mediante una trayectoria que no presente cambios abruptos de direccién

El desarrollo del control de seguimiento de trayectoria mediante el método basado en algebra lineal
y aplicando la optimizacién y asegurandonos que posea una solucion debido a que tiene mas
ecuaciones que incognitas ha determinado que el controlador sea estable y que el parametro de control
0 > wx, wy < 1 satisface el error al seguir la trayectoria deseada, de esta manera determinando que

la parte calculada cumple con la simulada.
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