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Resumen

Utilizar las funciones de Lyapunov para estudiar la estabilidad de sistemas dinamicos involucra
resolver una ecuacion en derivadas parciales (EDP) que, en muchos casos resulta compleja y
desafiante. Es por ello que se plantea una investigacion complementaria, a un trabajo de investigacion
en curso, desde la Maestria en Matematica de la Universidad Técnica de Manabi — Ecuador. El estudio
que se presenta tuvo como objetivo general: Resolver el conjunto de ecuaciones en derivadas
parciales, cuyas soluciones proveen funciones de Lyapunov que representan las funciones de energia
asignables a sistemas mecéanicos subactuados de grado 1. Para ello fue necesario plantearse dos casos,
el Sistema TORA y el Sistema ACROBOT. La metodologia se fundamenté en un tipo de
investigacion documental, de nivel aplicada, utilizando Software OCTAVE donde fue necesario
generar dos codigos archivos de corrida para cada caso de estudio; VDESTORA Y SIMVDESTORA
para el Sistema TORA y VDESACRO y SIMVDESACRO para el Sistema ACROBOT, para
corroborar el comportamiento deseado de las funciones de Lyapunov. Como resultado se obtuvo una
sintesis de la energia potencial, mediante la reduccién del conjunto de parametros posibles para la
matriz deseada, que facilitd la resolucion de la ecuacion en derivadas parciales, que forma parte de
las caracteristicas de métodos de control basados en energia.

Palabras clave: Funciones de Lyapunov; Sistemas Mecéanicos Subactuados; Control Basado en

Energia; Simulaciones.

Abstract

Using the Lyapunov functions to study the stability of dynamical systems involves solving a partial
differential equation (PDE) that, in many cases, is complex and challenging. That is why a
complementary investigation is proposed, to a research work in progress, from the Master's Degree
in Mathematics of the Technical University of Manabi - Ecuador. The study presented had the general
objective: Solve the set of equations in partial derivatives, whose solutions provide Lyapunov
functions that represent the energy functions assignable to underactuated mechanical systems of
degree 1. For this, it was necessary to consider two cases, the System TORA and the ACROBOT
System. The methodology was based on a type of documentary research, applied level, using

OCTAVE Software where it was necessary to generate two run code files for each case study;
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VDESTORA AND SIMVDESTORA for the TORA System and VDESACRO and SIMVDESACRO
for the ACROBOT System, to verify the desired behavior of the Lyapunov functions. As a result, a
synthesis of potential energy was obtained, by reducing the set of possible parameters for the desired
matrix, which facilitated the resolution of the equation in partial derivatives, which is part of the
characteristics of energy-based control methods.

Keywords: Lyapunov functions; Underactuated Mechanical Systems; Energy Based Control;
simulations

Resumo

Usar as fungdes de Lyapunov para estudar a estabilidade de sistemas dindmicos envolve a resolucéo
de uma equacéo diferencial parcial (PDE) que, em muitos casos, é complexa e desafiadora. E por isso
que se propde uma investigacdo complementar, a um trabalho de pesquisa em andamento, do
Mestrado em Matematica da Universidade Técnica de Manabi - Equador. O estudo apresentado teve
como objetivo geral: Resolver o conjunto de equacdes em derivadas parciais, cujas solugdes fornecem
funcbes de Lyapunov que representam as funcdes de energia atribuiveis a sistemas mecanicos
subatuados de grau 1. Para isso, foi necessario considerar dois casos, o Sistema TORA e o Sistema
ACROBOT. A metodologia baseou-se num tipo de pesquisa documental, nivel aplicado, utilizando
o Software OCTAVE onde foi necessario gerar dois ficheiros run code para cada estudo de caso;
VDESTORA E SIMVDESTORA para o Sistema TORA e VDESACRO e SIMVDESACRO para 0
Sistema ACROBOT, para verificar o comportamento desejado das funcdes Lyapunov. Como
resultado, obteve-se uma sintese de energia potencial, reduzindo o conjunto de parametros possiveis
para a matriz desejada, o que facilitou a resolucdo da equacao em derivadas parciais, o que faz parte
das caracteristicas dos métodos de controle baseados em energia.

Palavras-chave: funcbes de Lyapunov; Sistemas Mecanicos Subatuados; Controle Baseado em

Energia; simulagdes

Introduccion
El Método Directo de Lyapunov (MDL) es uno de los procedimientos que existen para estudiar la
estabilidad de sistemas no lineales, quiza uno de los mas usados (Scola et al., 2022). Fue concebido

por Aleksandr Lyapunov (1892) ingeniero y matematico ruso, no solo permite determinar si el origen
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del sistema es estable, sino que, a través de las funciones de Lyapunov, es posible estudiar otras
propiedades dinamicas como regiones de atraccion, procesos transitorios, estabilidad en tiempo finito
y la estimacion del tiempo de convergencia al origen (Newcastle, 2022).

El teorema en el que se sustenta el MDL establece que la existencia de una funcion escalar V positiva
definida, tal que su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema sea negativa definida, implica
que el origen del sistema es un punto de equilibrio asintéticamente estable. EI método permite
concluir estabilidad del origen una vez obtenida la funcion V, conocida como funcién de Lyapunov.
Sin embargo, no aborda en absoluto cdmo obtener V'y para hacerlo es necesario resolver una Ecuacion
Diferencial Parcial (EDP), que surge de las condiciones impuestas a la funcion de Lyapunov.

El método de control basado en energia, esencialmente consiste en partir de una estructura
Hamiltoniana controlada por puertos en bucle abierto y obtener otra en bucle cerrado con las
propiedades de estabilidad deseadas, igualando las ecuaciones de bucle abierto y del sistema deseado
se obtiene la ley de control (Lépez, 2014). La filosofia del mismo no es mas que la basqueda de una
funcion de energia y una estructura Hamiltoniana para el sistema en bucle cerrado, siendo dicha
funcion de energia la de Lyapunov.

Es importante considerar que, a pesar de que existe un gran nimero de métodos que permiten obtener
las funciones de Lyapunov, no existe un método sistematico universal. Por tanto, se puede decir que
el problema de obtencidn de estas funciones permanece abierto para muchas clases de sistemas no
lineales, en particular para los algoritmos de control basados en energia y para sistemas mecanicos
subactuados.

Es por ello que, para comprender la efectividad del método propuesto en el estudio que se presenta,
como antesala y complemento de una investigacion de maestria en curso que sera presentada ante la
Universidad Técnica de

Manabi. Se estudian a partir de la formulacion del modelo matemaético, dos sistemas mecanicos
subactuados de grado 1 como lo es el Oscilador Traslacional con Actuador Rotacional (Translational
Oscillator with Rotational Actuator), por sus siglas en inglés (TORA) y el Sistema ACROBOT,
llamado asi por su forma de acr6bata. Ambos sistemas poseen una matriz de inercia en funcién

solamente de la coordenada actuada.
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Sistema TORA

El denominado Sistema TORA consistente de una plataforma oscilante traslacionalmente de masa
m4, es controlado por una masa rotacional excéntrica de masa m,. El problema es de interés como
un caso de estudio en el disefio de controles no lineales debido a que el modelo exhibe una interaccion
no lineal entre sus movimientos traslacional y rotacional. En el sistema g, es el angulo de rotacion
de lamasa m,, r es su radio de excentricidad, e I es el momento de inercia. Y g, es la posicion
del carro (Pérez y Morillo, 2016).

S LSS LS
QO

mq

NN NNN N

Figura 1. Sistema TORA
Fuente: Adaptacion de los autores (2023) a partir de (Pérez y Morillo, 2016)

Modelado del Sistema TORA

En el sistema TORA existen dos subsistemas bien definidos: 1) el carro y 2) el péndulo. La energia
total del sistema = Energia Cinética (K) + Energia Potencial (V), es decir, E = K + V. A su vez,
K=K, +K, y V=V,+V,. Paralaenergiacinética se considera la existencia de movimientos
traslacional y rotacional. Para la energia potencial se considera la existencia de energia potencial

gravitatoria y eldstica.
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Para calcular la energia cinética del péndulo se utiliza el Teorema de Koenig, “que permite expresar
el momento angular d un sistema de particulas en términos del momento angular del centro de masas
del sistema y la suma de momentos angulares de cada una de las particulas con respecto al centro de
masas” (Fernandez, 2021, p. 82).

Asi la energia cinética total del sistema TORA es:

1 : .. 1 .
K= 5 (my +my)q,” +1rmyq14; cos(qz) + 5 (I + myr?)g,*
Y la energia potencial total del sistema TORA es:
1
V=V,+V,= Ekqlz + mygr[1 — cos(qy)]

Se determina el Langrangiano del sistema TORA:
L= K(qi' C.Iir t) - V(Qir t)

1 ) .. 1 ) 1
L= > (my +my)qy” + 1Mad1q, cos(qz) + > (I + myr?)g,” — Ek(hz —mygr[1 —cos(qy)]

Estas ecuaciones, en el caso de sélidos rigidos y en ausencia de friccion pueden escribirse:
M(q)q +C(q,9)q + g(q) = B(q,q)t
Del cual resulta:

[ my; +m; rm; COS(QZ)] [Ch] n [O —rmzsen(qz)qz] ‘h] +[ kq, ] ‘h]
rmycos(qy) mur?+1 1142] 10 0 P —m,rgsen(q;)] L9z

Donde la matriz de inercia M(q) es:

m; +m, rm, cos(qz)] S M(q) = [ cy c, cos(qz)]
rm, cos(q,) m,r? +1 q ¢y cos(qy) C3

Yy cg=my+m,,c, =1m, , ¢ =m,r?+ 1. M(q) es simétrica y definida positiva, por lo tanto:

M@ = |

di1>0->m;+my;>0-¢,>0 y detM(q) >0 - cic3—c2c0s%(qy) >0 - cic3 —
;2 >0

Sistema ACROBOT
El denominado Sistema ACROBOT, consiste en dos brazos mecanicos giratorios con masas m, y

m,, respectivamente. El problema es de interés como un caso de estudio en el disefio de controles no
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lineales debido a que dicho modelo exhibe una interaccion no lineal entre sus movimientos
rotacionales.

En el sistema para el brazo 1, g, es el angulo de rotacion, [, es la longitud del brazo, Ic; es la distancia
al centro de masa, I; es el momento de inercia en el centro de masa y C; es el centro de masa. Para
el brazo 2, en el sistema la coordenada actuada es g,, que representa el angulo de rotacion, [, es la
longitud del brazo, lc,es la distancia al centro de masa, I, es el momento de inercia en el centro de

masa y C, es el centro de masa.

Figura 2. Sistema ACROBOT
Fuente: Adaptacion de los autores (2023) a partir de (Tedrake, 2022)

Modelado del Sistema ACROBOT

En dicho sistema existen dos subsistemas bien definidos: a) brazo 1y b) brazo 2. La energia total del
sistema = Energia Cinética (K) + Energia Potencial (V), es decir, E =K +V. Asuvez, K =K; +
K, y V=V,+V,. Parala energia cinética se considera solo la existencia de movimiento
rotacional. Para la energia potencial se considera la existencia de energia potencial gravitatoria. Para

calcular la energia cinética del brazo 1:

K, = Energia cinética rotacional = K; = %16'2 donde 8 = ¢,

214 Vol. 9, nim. 1. Abril-Junio, 2023, pp. 208-230
Wagner José Varela Ramirez, Maribel Cecilia Pérez Pirela, Atilio Morillo Pifia



Dom. Cien., ISSN: 2477-8818

Vol. 9, nm. 1. Abril-junio, 2023, pp. 1187-1207 )
—

Construccion de funciones de Lyapunov para la estabilizacion de sistemas TR CHENCIAS

mecanicos subactuados

En momento de inercia | esta dado respecto del centro de rotacion, por lo tanto, aplicando el Teorema
de Steiner o teorema de los ejes paralelos, que sirve para realizar una evaluacion precisa sobre el
momento de inercia (capacidad de rotacion del objeto alrededor de un eje) de un cuerpo extendido
que circunda un eje paralelo (Llopis y Gaspe, 2017)

Se tiene que:

2 1 2y 2
I = 11 + mllcl i Kl == E(Il + mllcl )ql
Para calcular la energia cinética del brazo 2 se utiliz6 el Teorema de Koenig:
K,= Energia cinética traslacional + Energia cinética rotacional = K, = %mzvc2 + %10'2

Asi la energia cinética total del sistema es:

1
K= E(Il +myley? 4+ myly? +myle, + L + 2mylylc, cos(q,))q1% + (mylc,? + 1,

+ mylylc; cos(q2))q1g2 + % (I + mylcy?) g,
Asi la energia potencial total del sistema fue:
V =Vy +V, =mygle, cos(qq) + maglly cos(qy) + ley cos(qy + q2)]
V = (mylc; + myly)g cos(q1) + mylcyg cos(qy + q2)

En ambos casos, el éxito de la aplicacion de este método estuvo en la posibilidad de resolver el
conjunto de ecuaciones en derivadas parciales, cuyas soluciones proveen las funciones de Lyapunov

que representan las funciones de energia asignables al sistema en lazo cerrado.

Para ello, fue necesario aplicar un proceso de reduccion que permitio obtener una familia genérica de
matrices de inercia para las cuales fue posible encontrar una solucion constructiva de la funcion de
moldeado de la energia cinética. Y luego se realizaron las simulaciones numericas pertinentes que

confirmaron estas apreciaciones.

Metodologia

Tipo de Investigacion
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Este estudio constituyd una revision documental, de estudios en términos de la temética que se aborda,
del tipo aplicada, que inicialmente recogio los trabajos y avances bibliograficos sobre el tema
estudiado planteandose el objetivo general de Resolver el conjunto de ecuaciones en derivadas
parciales, cuyas soluciones proveen funciones de Lyapunov que representan las funciones de energia
asignables a sistemas mecanicos subactuados de grado 1.

Este tipo de investigacion se caracteriza porque busca la aplicacion o utilizacion de los conocimientos
que se adquieren, asimismo conocer para hacer, para actuar, para construir y para modificar, para
(Lozada, 2014) “se basa fundamentalmente en los hallazgos tecnologicos de la investigacion basica,

ocupandose del proceso de enlace entre la teoria y el producto” (p. 47).

Procesamiento de la informacion

Primeramente, se utilizé el Software Maxima, que sirvié de apoyo para los célculos simbolicos en la
resolucion de la complejidad de las EDP. Asimismo, se utilizd el Software Octave, el cual permitio
optar por herramientas de visualizacién y trazado 2D y 3D asociados a los resultados que se generaron
en los dos casos de estudio de sistemas mecanicos subactuados de grado 1. Ambos softwares de
licencia libre (GPL), lo cual permitié corroborar el comportamiento esperado de las funciones de
Lyapunov encontradas.

En el Software Octave fue necesario disefiar dos cédigos archivos de corrida o simulacion para cada
caso de sistema mecanico subactuado de grado 1. Denominados VDESTORA Y SIMVDESTORA
para el Sistema TORA y VDESACRO y SIMVDESACRO para el Sistema ACROBOT que, en
ambos casos, permitieron verificar si la funcion de energia potencial deseada (Vq) hallada en la
resolucion de la EDP cumplia con ser una funcion de Lyapunov.

Asimismo, se utilizé el Software Microsoft Office Word 2019, para insertar las ecuaciones en el
manuscrito y realizar los calculos pertinentes. EIl uso de estas herramientas permitié obtener la
informacion numerica y grafica, sobre la funcion correcta de Hq, Ji, Ra y la ley de control para el
ajuste lazo abierto-lazo cerrado, que permitieron que el sistema en lazo cerrado tenga el mismo

comportamiento de la dinamica objetivo.
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Resultados
Sistema TORA

Siendo la matriz de inercia M(q):

my +m, rm, cos(q;)
rmycos(qy)  muri+1

1 ¢z cos(qz)
¢z cos(qz) C3

Yy ¢g=my+m,,c, =rm, , ¢ =m,r?+ 1. M(q) es simétrica y definida positiva, por lo tanto:

M(q) = |- M@ =]

di1>0->m;+my, >0->¢;, >0 y detM(q) >0 - cic3 — cp2cos?(qy) >0 - cic3 —
c,2>0

Para obtener la representacién Hamiltoniana del Sistema TORA, se define la funcion de Hamilton a
partir de la transformada de Legendre de la funcion de Lagrange:

H=) pii—1
i

Asumiendo que el sistema no posee amortiguamiento natural, las ecuaciones del movimiento pueden

escribirse:

q _ 0 In VCIH 0
[p] - [—In 0] [va tlolv
De la primera fila de (1):
q=V,H=M"1p

M-l = 1 C3 —C3 cos( CIZ)]
€163 — €32 cos?(qy) L—c; cos(q2) €1

8; = cyc3 — Cz2 COSZ(QZ)
_ l[ C3 —Cy COS(QZ)]
81 l—cz cos(qy) ost

g=V,H=M"p

M—l

resultando dos ecuaciones diferenciales:

‘?1] _ i[ C3 —c; cos( Clz)] [291]
qz 8, l—cz cos(qz) €1 P2
) 1
q1 = 5_ [c3py — c2p2 c0s(q2)]
1

. 1
q; = 5_1 [—cap1 cos(qz) + c1p2]

217 Vol. 9, nim. 1. Abril-Junio, 2023, pp. 208-230
Wagner José Varela Ramirez, Maribel Cecilia Pérez Pirela, Atilio Morillo Pifia



Dom. Cien., ISSN: 2477-8818 )
Vol. 9, nm. 1. Abril-junio, 2023, pp. 1187-1207 :

Construccion de funciones de Lyapunov para la estabilizacion de sistemas TR CHENCIAS

mecanicos subactuados

De la segunda fila de la ecuacion (1) se tiene que:
p =—V,H + Gu

b=V, +["]u

. O0H
p1= —a—ql
o0H
p2 = _5_612 +u
sabiendo que:
H=g Pz ey a Il ke mrtt - costan)

1 C3P1 — C2P2 c05(q2) 1
H ——— _k 2 m 1 —

1
B 2(cqc3 — c3% cos?(q3))

+magr(l — cos(qz)]

1
[c3p1? — €cap1P2 €0S(qz) — C2p1D;2 cos(qz) + ¢1p2°] + Ek%z

1
B 2(cyc3 — 32 c0s?%(q3))

1
[C3P12 — 2¢3p1p2 cos(qz) + C1P22] + Ek‘hz +mygr[l — cos(q,)]

0H ka2
94, = Kkq1
0H
a9,
_ l (2¢c2p1p25en(qz))(cic3 — 522 COSZ(QZ)) - (C3P12 — 2¢,p1p2 cos(qz) + C1P22)(—2C22 cos(qz))(—sen(q
2 (c1c3 — €32 cos%(q))?
+ c2gsen(qz)
0H (c2” cos(q2))(sen(qz)) c2p1P25en(qz)
= - 2 2 [C3p12 — 2¢3p1p2 cos(qz) + Clpzz] + 2z 2
aCIZ 51 51
+ c29sen(q)
Resultando las ecuaciones p; y p,:
P = —kChZ
_ 0H N
pz - aqz u
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(C22 cos(q;))(sen(qz)) Cap1P2sen(qz)
P2 = — > [c3p1? — 2¢,p1p, coS(qz) + c1p2%] —
61 61
—cygsen(qz) +u
Finalmente se tiene el modelo matematico del Sistema Tora en lazo abierto:
( ) 1
q1 = 5. [c3p1 — c2p2 cos(q2)]
1
. 1
4, = = [—cap1 cos(qz) + c1p;]
] 81
p1 = —kChZ
. (022 cos(qz))(sen(q;)) Cap1p2sen(qz)
kpz = - 5.2 [c3p12 — 2¢,p1P2 cos(qz) + c1p2%] — 5 —cgsen(qz) +u
1 1

Construccion de la Funcion de Lyapunov asociada al Sistema TORA
Realizacion Hamiltoniana

Si se asume que el sistema no posee amortiguamiento natural, las ecuaciones del movimiento pueden

1=, Slgu] 151

donde I, es la matriz identidad nxn, V;H, v, H son los vectores columna gradiente de H respecto de

escribirse como:

q Yy respecto de p, y u € R™ es la funcion de control. La matriz G € R™™ es determinada por la
manera como el control u € K™ ingresa en el sistema, y es invertible en el caso que el sistema sea
completamente actuado, o sea, m = n. En esta investigacion se considera el caso mas dificil en que
el sistema es subactuado, es decir menos controles que grados de libertad, y asumimos que
rango(G) = m

Para el sistema TORA n=2 y m =1 — m<n — Sistema subactuado de grado 1

La energia total del sistema viene dada por:

H = Energia Cinética + Energia Potencial

1
H=2P"M™'P+V(q)
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donde q € R™, p € R™ representan la posicion generalizada y el momento generalizado, M(q) =
MT(q) > 0 es la matriz de inercia del sistema, y V(q) es la energia potencial.

Para el sistema TORA la matriz M es la siguiente:

¢z * 0s(qz)

M= [Cz * COS(QZ) C3

Y la energia potencial es la siguiente:

V(@) = 3Kas? + magL(1 ~ cos(42))
Se busca con el enfoque basado en energia hacer coincidir el comportamiento del sistema en lazo
abierto con la dinamica objetivo.
La dinamica objetivo seguin el método viene dada por:
x = (g —Ra)VHy
donde:
Jd: Matriz de interconexion
Rq¢: Matriz de amortiguamiento
Ma: Matriz de inercia deseada
Cuyas estructuras son las siguientes:

0 M™% M, a, a;
—M Mt 0 ]  Ra= [0 G * K, * GT] y M= [az a3]

Ja =
Moldeado de la Energia

Al igualar el sistema en lazo abierto y la dinamica objetivo resulta lo siguiente:

R I R A POV S e
pl -, O]||V,H ¢l U-my+Mm? 0 G+KvxGTl)|V,Hy

Las ecuaciones en derivadas parciales pueden de manera natural ser separadas en términos que
dependen de p y términos que son independientes de p, 0 sea, aquéllos que corresponden a la energia
cinética, y aquéllos que corresponden a la energia potencial, respectivamente.

La primera fila de p es p;:

. 1
pr=—Vq, H = ~5 [(alc3 — a3¢5 ¢05(q2))V,, Vd + (—ayc; cos(qz) + azcl)quVd]
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Vq1H = Kq, para conseguir la EDP para encontrar Va.

—Kq, = —6%[(%03 — a3¢5¢05(q2))Vy Vd + (—ayc; cos(qz) + a2C1)Vq2Vd]

La ecuacidn anterior puede intentar resolverse usando el programa Maxima para calculo simbdlico,
pero se obtiene una solucion extremadamente complicada véalida para cualquier conjunto de valores
de los parametros @, &,, Y 5. Para resolver esta dificultad, se recurre a un subconjunto de valores

posibles para estos pardmetros que reducen la complejidad de la ecuacion.

Se denota:

Y1 _ @1C3—Q3C2€0S(q2) _ b3+bycos(qz)
Y2  azc1—aiczcos(qz)  bytbycos(qz)

Finalmente se consigue la EDP para hallar la Vg
1 K
q% Vg Vg + ZVQZVd = [Veres + ¢z cos(qy)]

La aplicacion del método de las caracteristicas conduce a la solucion de la EDP siguiente:

1 2
Vg = ERd(ql —aqy)

K (aqzz

a, \ 2

V€163 +4/c163(q1 — @q3)qz + ac, cos(qz) + acyqrsen(qz) — ac,

+ (g1 — a‘h)“”(‘lz))

Se sabe por el Principio de Lagrange que:

~ N ~ N
e N e N
Los Los
Los Los
untos puntos
P = . puntos puntos
de criticos g minimos
e
) equilibrio Z Y de Va s <y > S
equilibrio de Vg
del
estable
Sistema
~ = ~ < " J ~ J

Resultando serg; =0 y g, = 0 — Puntos criticos de Vqy por lo tanto puntos de equilibrio del
sistema TORA.
Para verificar si el punto (0,0) es un punto minimo se procede a calcular el Hessiano:
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o, 9%V,
dq.? 0qq0
Hess(vy) = agll/,d g;VZZ [(0,0)

lafhaqz 0q,* J
Por lo tanto, si se cumple que:

Rd < 2 (K1(C103+KCZ)

e — el Hess (vd(0,0)) es definido positivo — (0,0) es un minimo y es un punto
1

de equilibrio es estable (Ver Figura 3).

350 - ' e R S S i 2
oA ; .
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30040777 el A% N I
1 ! AR : X /j‘ N |
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Figura 3. Simulacion de la funcion Vg del Sistema TORA
Fuente: Autores (2023) a partir del Software OCTAVE

En este sentido, al ejecutar los codigos de archivos de corrida o simulacion VDESTORA Y
SIMVDESTORA, a través del Software OCTAVE, se obtuvo que los resultados para la funcion Vg
del sistema TORA demuestran que existe un minimo y la funcion es convexa, y por tanto se
comprueba que la V4 hallada al resolver la EDP es la funcion Lyapunov que se necesita para calcular

la funcion de control que permita estabilizar el sistema TORA.

Sistema ACROBOT
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Por otro lado, retomando la energia cinética total del Sistema ACROBOT es:

1
K = 5(11 +myley® + myly® 4+ myle,® + 1, + 2mylilc, c0s(q2)) 442 + (myley® + 1

+ mylylc; cos(q2))q142 + % I + myle;?)g,”
Asi la energia potencial total del sistema es:
V=V, +V, =myglc, cos(qy) + mygl[ly cos(qq) + lc; cos(q, + q2)]
V = (mylcy + myly)g cos(qq) + mylc,g cos(qq + q3)
Se determina el Langrangiano del sistema:
L=K(qiq:it) = V(qt)

L= %(11 +myle,? + myly® + mylc,? + 1 + 2mylyle, cos(q,))G.% + (myley® + 1, +
.. 1 .
malilcy €05(q2))q14z + +5 (I + mylc,?) g, — (myley + myly)g cos(qy) —myleg cos(qy +

q2)

En el caso de solidos rigidos y en ausencia de friccion se escribe:
M(q)q +C(q,9)q+ g(q) = B(q,q)t

Del cual resulta para el Sistema ACROBOT:

1+ ¢+ 2c3c08(qy) ¢y +c3c05(qy) ] ['ql ]
¢y + c3c0s(qz) ) G2

[ —c3sen(q,) —cssen(qz)q, — czsen(qz)qq ] [Q1 ]
czsen(q;)q, 0 d2

n [c4g cos(qy) + csg cos(qq +QZ)] _ [0 ]T
csg cos(qr + qz) 1

Donde la matriz de inercia M(q) para ambos sistemas es:

c1+ ¢y +2c3c08(qy) ¢y +c3c05(qy)
M(q) =
¢y, + c3cos(qy) Cy
M(q) es simétrica y definida positiva, por lo tanto: d;; > 0 = ¢; + ¢, + 2c3cos(q,) > 0
S myle? + moly® + 1 + mylcy,? + 1, + 2mylyle, cos(gy) > 0
d mllclz + mzllz + 11 + mleZZ + 12 - ZmzlllCZ > 0

- mllclz + 11 + 12 + mz(llz - lsz)Z > 0
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Para obtener la representacion Hamiltoniana de ambos sistemas, se define la funcion de Hamilton a

partir de la transformada de Legendre de la funcién de Lagrange:

H= pai—L
i

Asumiendo que el sistema no posee amortiguamiento natural, las ecuaciones del movimiento pueden

escribirse:

q1_[0  L][YeH] 0
5= -, OH%H’+LJ” @)
De la primera fila de (2)
q="V,H=M"p

= 1 Cy —cy —c3¢05(q3)
€105 — €32 c0s2(qy) Ll—c; —c3cos(qz) ¢+ ¢y +2c3c05(q3)

81 = ¢, — C32 COSZ(QZ)

M1 = l[ C2 —Cy — ¢3¢05(qz)
8§, l—cy; —c3c08(qy) ¢+ ¢+ 2c3c05(q7)

q=V,H=M"1p
resultando dos ecuaciones diferenciales:

C'11] i[ C2 —Cz — c3¢05(q2) ] [g;]

42— 8, l=cz —c3c0s(qz) c1+ ¢y +2¢5c05(qy)

. 1
q1 = 5_1 [cop1 + (—c2 — c3c05(q2))P2]

_ 1
4, = 5 [(—cz — c3c05(q2))p1 + (c1 + ¢ + 2¢3 c05(q,))p2]

De la segunda fila de la ecuacion (2) se tiene que:
p=—V,H+Gu
Para el sistema Acrobot, la matriz de inercia M (q) depende de la coordenada actuada, resultando:
p=—V,H+ [(1’] u
O0H
9q
O0H

p2=—a—qz+u

p1 =
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En tal sentido y sabiendo que:

! €2 —C; — c3c05(q2) P1
[_CZ —c3c05(qz2) €1+ ¢+ 2c3c05(qz2) [pz] +cagcos(qy) + csgcos(qy

1 Cap1 + (—¢2 — c3c08(q2))p2

H=—|P1 P [ ]+ C,g COS
26, [Pr Po] (—cz — c3¢05(q2))py + (¢1 + ¢3 + 2¢3 c0s(q2))P2 +9 €0s( 1)

+ csg cos(q1 + qz)

_ 1
B 2(c1c5 — 3% c0s?(q3))
+ ¢z + 203 c05(q2))p2%] + cag cos(qq) + csg cos(qy + q2)
1

[c2p12 + (=2 — 3 €05(q2))p1P2 + (—C2 — c3 c0s(q2))p1p2 + (€1

[c2p12 4 2(—c; — 3 c05(q2))p1P2 + (1 + €3 + 2¢3 cos(q2))p2°]

H =
2(c16, — 3% c0s?(q3))
t cag cos(qq) +csgcos(qr +qz)
0H
EPN = —(mylc; + myly)gsen(qy) — mypleygsen(qy + qz2)
1

a_H — 4 [(02*p1A2+(2*(-02-03*cos(q2)))*p1*p2+(c1+c2+2*c3*cos(q2))*p2A2))*c3A2*cos(q2)*sin(q2)] +
aqz (2*c1*c2-2%¢3/2%c0s(q2)2)"2

_[ (2*c3 (Sic ffc ;Inz(ii)g Azz*iis(?é) A22)sm(0|2)) }_ g*C5*sin(ql 1 62)

0H

9,

o l(cz*pl/\z + (2*(-c2-c3*c0s(q2)))*p1*p2 + (cl 4 ¢2 + 2*c3*cos(q2))*p2"2))*c3"2*cos(q2) *sin(q2) +
5,2 .

—[ (CS*pl*pz*Si”(ng -c8"p2727sin(42)) }—g*cS*sin(Gﬂ +02)
1
Se obtiene las ecuaciones p, y P, para el sistema Acrobot:
p1 = cagsen(qy) + csgsen(qs + qz)
D2
_ [(02*p1A2 + (2*(-c2-c3*cos(q2))) *p1*p2 + (cl + c2 + 2*c3*cos(q2))*p2"2))*c3”2*cos(q2)*sin(q2) N
- 612 LTy

o+ [—(c3*p1*pz*sin(qé)-c3*pzAz*sin(q2))] n g*cS*sin(ql + q2) + ucontrol
1

Finalmente se tiene el modelo matematico del Sistema ACROBOT en lazo abierto:
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4, = 6_1 [c2p1 + (—c2 — ¢35 c05(q2))p2]

) 1
4, = 5 [(—cz — c3c05(q2))p1 + (c1 + ¢ + 2¢3 c05(q2))p2]

] p1 = csgsen(qy) + csgsen(qs + qz)
_ l(c2*p1A2 + (2*(-c2-c3*cos(q2))) *p1*p2 + (cl + c2 + 2*c3*cos(q2))*p2"2))*c3”2*cos(q2) *sin(q2)
D2 612
—(c3*p1*p2*sin(q2)-c3*p2"2*sin(q2
k+ [ (c37p1%p (q6) P (a2)) + g*c5*sin(ql +q2) +u
1

Construccion de la Funcion de Lyapunov asociada al Sistema ACROBOT
Realizacion Hamiltoniana

Para el sistema ACROBOT la matriz M es la siguiente:

1+ ¢y +2c3c05(qy) ¢y +c3c05(qy)

M = [ ¢, + c3cos(qy) Cy

Y la energia potencial es la siguiente:

V(q) = glcacos(q1) + cscos(qr + q2)]
Se busca con control basado en energia hacer coincidir el comportamiento del sistema en lazo abierto
con la dindmica objetivo. La dinamica objetivo segln este método viene dada por:

x = (Ja—Ra)VHy

donde:
Ja: Matriz de interconexion
R4: Matriz de amortiguamiento
M,: Matriz de inercia deseada
Cuyas estructuras son las siguientes:

0 M_l * Md aq az]

0 0
Jo=_pmr ] Rd‘[o G*Kv*GT] V Ma=[g,

Moldeado de la Energia

Al igualar el sistema en lazo abierto y la dinamica objetivo resulta lo siguiente:

226 Vol. 9, nim. 1. Abril-Junio, 2023, pp. 208-230
Wagner José Varela Ramirez, Maribel Cecilia Pérez Pirela, Atilio Morillo Pifia



Dom. Cien., ISSN: 2477-8818 )
Vol. 9, nm. 1. Abril-junio, 2023, pp. 1187-1207

Construccion de funciones de Lyapunov para la estabilizacion de sistemas TR CHENCIAS

mecanicos subactuados

R I R e P P ) e

Las ecuaciones en derivadas parciales pueden de manera natural ser separadas en términos que
dependen de p y términos que son independientes de p, 0 sea, aquéllos que corresponden a la energia
cinética, y aquéllos que corresponden a la energia potencial, respectivamente.
De esta forma la segunda fila de la ecuacion queda:

p=-VH+G*u,=-Mg+*M ' +V,Hy

p=[2] =[] + [

P2 Vg2 H
_ [ 1 ]*_[ C2 —c, + c3c08(q3) ” qud]
a azl § |l—c; +c3c05(qy) ¢4+ ¢+ 2c3c05(q)lVg2Hy
Ademas, como la matriz Mg es constante — Vg Hg = Vi1 Vg Y Vo Hy = Vo Vy
p = ] _ [ qu] [0 eu=—L [a1C3 — ayc;c05(q;) —ascycos(qy) + azc1] [ qlVd]
Vg H 81 lazc3 —azcy cos(qz) —azcycos(qz) + aszcl1VgaVa

p=

1 [a102 —a(c; + c3c0s(qz)) —as(cz +cz3c0s(qz)) +az(cp + ¢z + 2¢3 COS(QZ))] [ qlVd]
81lazc; —az(c; + c3c0s(qy)) —az(cy +c3c05(qz)) + as(cq + ¢z + 2¢5c05(q2))11Vg2Va

La primera filade p es p;:

pL=— qu
P = —Sil[(alcz — az(cz + ¢3¢08(q2)))Vq1Vd + (—ay(c; + c3cos(qz)) + az(c; + ¢, +
2¢c5 cos( qz)))quVd] (118)

VoiH = gl—cysen(qy) — cssen(qy + q;)]  se sustituye para conseguir la EDP para encontrar V.

Va.V, + [az(c1+c2)—a1c2+c3(2a2—a1)cos(qz)] — [( cysen(qq)—cssen(q1+4qz))
A1Va (a1—az)cz—azc3 cos(q2) q2Va (a1—az)cz—asc3 cos(q2)

1951

La ecuacion anterior se resolvio, utilizando el comando pdsolve del Software Maxima, aun cuando se

obtuvo una solucion extremadamente complicada valida para cualquier conjunto de valores de los

parametros @,, a,, Y a,. Para resolver esta dificultad, se recurrié a un subconjunto de valores

posibles para estos parametros que reducen la complejidad de la ecuacion.
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Se denota:

Y1 _ az(c1tcy)—ac+cz(2a—aq) cos(q) _ bz+bycos(q2)

Y2 (a1—az)cz—azc3 cos(q2) " by+bz c0s(qz)

Donde:
bl:(al_aZ) C,, b, =-a,c;, by :aZ(Cl+C2)_a1C2’ y b4203(2a2 _ai)-

resulta la EDP para hallar la Vg:

1
Vv, (ql,q2)=ag {Acos(q1)+ Bcos(g,+q, )+ Ccos(q,—q, ) + Dcos(q1+2q2 )+ E}+ > Rp(q2 ta ql)2
2

— g(Jcicz—c3 cos(qz)) [

az

VqiVa — aVq,Vy (casen(qq) + cssen(qy + qz))]
La aplicacion del método de las caracteristicas conduce a la solucion de la EDP siguiente:
1
Vv, (ql,q2)=ag {Acos(q1)+ Bcos(g,+q, )+ Ccos(q,—q, ) + Dcos(ql+2q2)+ E}+5 R,(a, +a q,)
2

coeficientes A, B, C y D vienen dados por

C3Cy C54/C1C2 1 c3C4 1 ¢3¢y 1 c3¢Cq
A==2—[cic,c, B= —= C=-% — 1 66
2 1%2%4 a—1 2 (a-1) 2 (a+1)’ 2 (2a-1)
Se sabe por el Principio de Lagrange que:
e N
r N _ < - <
Los puntos Los puntos
Los Los
de criticos de
= puntos de puntos
equilibrio D Va . libri minimos
equilibrio
del > X s
estable de Va
Sistema
\_ _J G J _ W, G J

Resultando serg; =0 y g, = 0 — Puntos criticos de Vg y por lo tanto puntos de equilibrio del
sistema ACROBOT.

Para verificar si el punto (0,0) es un punto minimo se procede a calcular el Hessiano:
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Ry +L[-A—B—C—D] Rya+-2[-B+cC—2D]

a, a,

Hess(vy) = g g
Rja+=[-B+C—-2D] Ry;+-[-B—C—4D]

a a

Para que exista un minimo en la funcion Vg los menores deben ser positivos:

Determinante 1: Ry > —2— (4 + B + C + D)

a,a?

. AB+AC+4AD+9CD+4BC+BD
Determinante 2: R, > <
ay |A+B+C+D+a?(B+C+4D—2a(B-C+4D))

Se deduce que g, =0 y g, =0 es punto critico aislado para el sistema ACROBOT

/ /

/ 0.25 { “ ,f ‘
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f \

L / l { | / l / !
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400 -, ¢ X ’ ) : 15 |/ 10 | 6 ) ) ‘ s J po | 15
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[T RSN, ' J %7 ‘ /
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Grafica de la Funcion V4

\/
075

Punto critico aislado de V4

Figura 4. Simulacion de la funcion Va del Sistema ACROBOT
Fuente: Autores (2023) a partir del Software OCTAVE

En la figura 4 se presentan las simulaciones de los resultados obtenidos utilizando los codigos de
archivos de corrida o simulaciones VDESACRO Y SIMVDESACRO, mediante el Software
OCTAVE, los cuales fueron disefiados para comprobar que la Vg4 hallada al resolver la EDP es la
funcion Lyapunov que se necesita para calcular la funcion de control. Al ejecutar dichos programas

se obtuvo que existe un minimo y la funcion es convexa para la funcion Vg del Sistema ACROBOT.

Conclusiones

Se presento un método de obtencidn de funciones de Lyapunov mediante el moldeado de la energia

total de los sistemas estudiados, tomando ventaja de la posibilidad de obtener una matriz deseada con
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términos constantes, y para la sintesis de la energia potencial deseada se obtuvo una reduccién del
conjunto de parametros posibles para la matriz deseada, que facilitd la resolucion de la ecuacién en
derivadas parciales caracteristica de méetodos de control basados en energia.

Tanto para el Sistema TORA, como el Sistema ACROBOT, ambos sistemas mecanicos subactuados
de grado 1, se comprobo que la Vg4 hallada al resolver la EDP es la funcioén Lyapunov que se requeria,
pues se evidenciod la existencia de un minimo, asi como la funcion es convexa para Vq de ambos
sistemas.

Esto se demostro con las respectivas simulaciones realizadas en el Software OCTAVE, mediante los
cddigos de archivos de corrida disefiados para tal fin. Por tanto, se logré resolver el conjunto de
ecuaciones en derivadas parciales, cuyas soluciones proveen funciones de Lyapunov en sistemas

mecanicos subactuados de grado 1.
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